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1. 序論

次の一般化された Burgers 方程式の初期・境界値問題について考える．

ut + uux − uxx + a(x)u = f(x, t) in Q ≡ (0, 1)× (0, T ) (1.1)

u(0, t) = u(1, t) = 0 in (0, T ) (1.2)

u(x, 0) = u0(x) in I ≡ (0, 1) (1.3)

ここで，T > 0 であり，u0(x) ∈ H1
0 (I)，f(x, t) ∈ L2(Q) とする．また a(x) は次の条件を満たすものとする．

a ∈ L∞(I)であり，正定数 a1 が存在して 0 < |a(x)| 5 a1 が成立する． (1.4)

(1.1) において a(x) ≡ 0 の場合が Burgers 方程式と呼ばれているものである．(1.1) は断面が変化する管の

中を一方向に伝播する非線形音波の振る舞いを記述する方程式を表し，一般化された Burgers 方程式と呼ばれ

ている（例えば [1] 参照）．

2. 弱解の定義と近似解

定義 2.1 関数 u ∈ L∞(0, T, L2(I)) ∩ L2(0, T, H1
0 (I)) が (1.1)～(1.3) の弱解であるとは，次の等式を満

たすときをいう．∫ 1

0

(utw + uuxw + uxwx + auw) dx =

∫ 1

0

fw dx for ∀w ∈ H1
0 (I), ∀t ∈ (0, T ) (2.1)

(1.1) の弱解が存在することを証明するために，{ej}∞j=1 を L2(I) の正規直交基底かつ H1
0 (I) の直交基底に

なるように選ぶ．つまり，ej は −∂2
x の L2(I) での Dirichlet 問題の固有値 λj に対する固有関数である．

このとき，v ∈ L2(Q) に対し

v =
∞∑
k=1

bk(t)ek =
∞∑
k=1

(v, ek)L2(I)ek

と表すことができ，この級数は L2(I) ∩H1
0 (I) で収束する．

u の近似解 un を

un(t) =
∞∑
j=1

cj(t)ej , un(0) = u0n =
∞∑
j=1

cj(0)ej

とし，次の近似問題を満たすものとする．∫ 1

0

(∂tunej + un∂xunej + ∂xun∂xej + aunej) dx =

∫ 1

0

fej dx (2.2)

un(0) = u0n (2.3)

for j = 1, · · · , n，and 0 5 t 5 T．
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補題 2.1 任意の j に対して，問題 (2.2) の局所解 un が一意的に存在する．

証明 (ei, ej) ≡ (ei, ej)L2(I) = δij であるから，∫ 1

0

∂tunej dx =

n∑
i=1

c′i(t)

∫ 1

0

eiej dx = cj(t)
′

となる．一方，−∂2
xei = λiei より ∂2

xun(t) = −
∑n

i=1 ci(t)λiei であるから，∫ 1

0

∂xun∂xej dx =

n∑
i=1

ci(t)λi

∫ 1

0

eiej dx = cj(t)λj

が成り立つ．ここで，

fj(t) =

∫ 1

0

fej dx, kj(t) =

∫ 1

0

un∂xunej dx, hj(t) =

∫ 1

0

aunej dx

とおくと，(2.2) は次の線形常微分方程式系に等しい．

c′j(t) = −λjcj(t)− hj(t)− kj(t) + fj(t) and cj(0) = (u0, ej) for j = 1, · · · , n. (2.4)

線形常微分方程式の一般論から，(2.4) には局所解が一意的に存在する． 2

この局所解を接続して大域解を得るには，解 un に対するアプリオリ評価が必要になる．

3. アプリオリ評価

補題 3.1 n に依存しない正定数 C1 が存在して，次の不等式が成立する．

||un||2L2(I) +

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds 5 C1 for ∀t ∈ [0, T ].

証明 (2.2) に cj をかけて j = 1, · · · , n に対して加えて，
∫ 1

0

∂xunu
2
n dx =

1

3

∫ 1

0

∂x(u
3
n) dx = 0 を用いると

1

2

d

dt

∫ 1

0

u2
n dx+

∫ 1

0

(∂xun)
2 dx+

∫ 1

0

au2
n dx =

∫ 1

0

fun dx

を得る．両辺を t に関して積分すると

1

2
||un||2L2(I) +

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds

5 1

2
||u0n||2L2(I) +

∫ t

0

||f(s)||L2(I)||un(s)||L2(I) ds+ a1

∫ t

0

||un(s)||2L2(I) ds

を得る．ここで，不等式

|AB| 5 δ

2
A2 +

1

2δ
B2, δ > 0

を用いれば

||un||2L2(I) + 2

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds

5 ||u0n||2L2(I) + δ

∫ t

0

||un(s)||2L2(I) ds+
1

δ

∫ t

0

||f(s)||2L2(I) ds+ 2a1

∫ t

0

||un(s)||2L2(I) ds

5 ||u0n||2L2(I) + (2a1 + δ)

∫ t

0

||un(s)||2L2(I) ds+
1

δ

∫ t

0

||f(s)||2L2(I) ds
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であるので，

||un||2L2(I) +

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds

5 ||u0n||2L2(I)+
1

δ

∫ t

0

||f(s)||2L2(I) ds+(2a1 + δ)

∫ t

0

(
||un(s)||2L2(I) +

∫ s

0

||∂xun(τ)||2L2(I) dτ

)
ds

を得る．ここで，条件 u0(x) ∈ H1
0 (I)，f(x, t) ∈ L2(Q) からある正定数 C2 が存在して，不等式

||u0n||2L2(I) +
1

δ

∫ t

0

||f(s)||2L2(I) ds 5 C2

が成り立つから，結局

||un||2L2(I) +

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds

5 C2 + (2a1 + δ)

∫ t

0

(
||un(s)||2L2(I) +

∫ s

0

||∂xun(τ)||2L2(I) dτ

)
ds

となり，Gronwall の不等式から，

||un||2L2(I) +

∫ t

0

||∂xun(s)||2L2(I) ds 5 C2e
(2a1+δ)t (3.1)

を得るので，C1 = C2e
(2a1+δ)T とすれば，補題 3.1 を得る． 2

注意 3.1 Poincare の不等式

||un||2L2(I) 5
1

2
||∂xun||2L2(I)

を用いれば，補題 3.1 は次のように書き換えることができる．

補題 3.2 n に依存しない正定数 C1 が存在して，次の不等式が成立する．

||un||2L2(I) +

∫ t

0

||un(s)||2H1
0 (I)

ds 5 C1 for ∀t ∈ [0, T ].

注意 3.2 この不等式と Hilbert空間の弱コンパクト性から un(t)は L2(I)で u(t)に弱収束し，かつ ∂xun(t)

は L2(0, T, L2(I)) で ∂xu(t) に弱収束することが分かる．

補題 3.3 補題 3.2 の部分列 un(t) は L2(0, T, L2(I)) で強収束する．

||un − u||L2(0, T, L2(I)) → 0, n → ∞

証明 [2] の補題 2.4 参照．

注意 3.3 補題 3.1，補題 3.3 と Lebesgue の収束定理から，ほとんどいたるところの t ∈ [0, T ] に対して，

un(t) は u(t) に L2(I) で収束することが従う．

以上の弱収束列の性質を用いて弱解の存在を証明する．
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4. 弱解の存在証明

弱解の定義から∫ 1

0

(∂tunw + un∂xunw + ∂xunwx + aunw) dx =

∫ 1

0

fw dx for ∀w ∈ C∞
0 (Q).

この式の両辺を t で積分し，部分積分を用いると∫
Q

(−unwt + un∂xunw + ∂xun∂xw + aunw) dxdt =

∫
Q

fw dxdt.

注意 3.2，注意 3.3 から

lim
n→∞

∫
Q

(−unwt + ∂xun∂xw + aunw) dxdt =

∫
Q

(−uwt + ∂xu∂xw + auw) dxdt

を得る．従って，次の補題 4.1 が証明できれば弱解の存在が分かる．

補題 4.1 n → ∞ のとき，次が成り立つ．∫
Q

un∂xunw dxdt →
∫
Q

u∂xuw dxdt

証明 ∫
Q

(un∂xunw − u∂xuw) dxdt =

∫
Q

(un − u)(∂xunw) dxdt+

∫
Q

(∂xun − ux)(uw) dxdt

と変形する．右辺の第 2 項は un が u に L2(Q) で弱収束することを用いれば 0 に収束することが分かる．ま

た，右辺の第 1 項は Schwartz の不等式から∫
Q

(un − u)(∂xunw) dxdt 5 ||un − u||2L2(Q) · ||∂xunw||2L2(Q)

と評価でき，∂xun が L2(Q) での弱収束列であることから ||∂xunw||2L2(Q) は有界となるので，補題 3.3 から，

右辺の第 1 項も 0 に収束することが従う． 2

また，(3.1) のエネルギー不等式で C2 = 0 の場合を考えれば，弱解の一意性が分かる． 2
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